Publications of the Institute of Geophysics, Polish Academy of Sciences
Geophysical Data Bases, Processing and Instrumentation

vol. 425 (M-32), 2019, pp. 51-54
DOI: 10.25171/InstGeoph_PAS_Publs-2019-010

“Electromagnetic ULF/ELF Fields on Earth and in Space” Conference, Warsaw, Poland, 2019

A Few Glances on Fractional Calculus
from the Geophysical-ELF Point of View

Piotr KOPERSK |+
LAssociation Astronomia Nova, Poland

>4 pkopersk@wit.edu.pl

1. INTRODUCTION

Since about the last 30 years one can notice an increasing interest in the so called “calculus of
fractional order” (also known under different names, as e.g. “fractional calculus” or “fractional
differ-integrals™). Using the opportunity of an open formula of this meeting, | would like to
bring this topic a bit closer and to present some ideas potentially applicable in the domain of
our interest. Because the topic is extensive, this presentation is a brief introduction, accompa-
nied with a few examples and bibliography.

The topic is not new. In the oral presentation, I will remind of a few “milestones” set by
great scientists. Here is the one: in the letter to Leibniz from 1695, L’Hospital asked him about
its notation d™f(x)/dx™ : what it would mean, if n = 1/2 ? Leibniz responded that it is an
apparent paradox, from which one day useful consequences will be drawn.

As a friendly introduction, let us take a look at the n-th order derivative of a function f(t)
defined over arange: a <t < x. It can be written as:

am .
L — lim =SV )R (O f (x — k) M
where: a < x,n,k,p =0, (Z) = #’_k)' is Newton symbol, [x] is integer part of x and the

property: (g) =0 for q > p isused (all necessary details will be discussed in the presenta-

tion).
Playing with some algebra (e.g. Podlubny 1999) one can show that the n-th order integral
(n > 0) of f(t) intherange a <t < x can be expressed in a very similar way:

f(x) = [ dty o [ dtaf (t) = lim SV 1y (O f (= k) )
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Looking this way, one has array of similar operators labeled (and defined) with the natural
n, comprising both integration (for n < 0) and differentiation (for n > 0) — therefore the term
“differ-integrals”:

.Dm=1"..D"1t =1 DO = Identity, D%, ...D", ...

One of possible ways of looking at ,,what it means the integration or differentiation of frac-
tional order” is to observe, that the definitions above can be extended (made continuous) using
the Euler Gamma function, I'(n), as n! = I'(n + 1). Indeed, as another ,,historical milestone”
can be regarded the approach of L. Euler (1730), who applied similar idea in a specific case of
f(x) =x and n=1/2 toget:

dl/zx _ 2 1/2
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Of special importance is that the above formulas are principally nonlocal — even derivative
(Eq. 2) require function f() to be considered over an interval. This is the generic feature of
,fractional calculus”. This should not be very surprising, as e.g. the well known ,,Cauchy inte-
gral formula” expresses (,,normal”) derivatives by integral — for sufficiently regular functions
on complex plane:

fP@ =2, Lot (4)

2mi

The difference, for a non integer value «, is that a branch cut appears instead of a pole. To
highlight the nonlocality, fractional operators are named using upper- and lower boudaries (re-
spectively a and x) like this: aD% f(x)

There is no unique definition of a fractional order derivative or integral, and several ap-
proaches can be distinguished. This can be seen as a weakness but it reflects a deep nature of
that idea and is also encouraging for new research. Three most popular definitions will be
shortly described in oral presentation.

2. DEFINITIONS AND DETAILS

As a few notes and clarifications will be needed, I will start recalling necessary properties of
the Newton symbol, Euler Gamma and other mathematic stuff.

In the rest of this Section | will present definitions, list some properties — and compare three
most popular types of ,,fractionals” — those of:

o Griinwald-Letnikov,

« Riemann-Liouville,
« Caputo.

3. TRAPS, DIFFICULTIES AND REWARDS

Using a few examples | will point out (some) traps and difficulties usually met with ,,differ-
integrals”, as:
« what happens with a constant and monomial,

« why exponential function is not comfortable choice,
« what about Leibniz rule.
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Fortunately, there is also a set of rewards here, some of which will also be listed. Two worth
mention at this point are:
« two useful, universal kinds of special functions (Mittag-Leffler and Wright),

« profits when dealing with the power-law dependencies, especially in the domain of Fo-
urier/Laplace transforms.

4. SOME EXAMPLES AND INTERPRETATIONS

Physical interpretations of ,,fractional calculus” is still under development, though there exist
already some important achievements. The same is with discovering connections to several
domains of science and applications. | will try to review some of such connections, interpreta-
tions and applications in parallel to a few examples. In this context, | will briefly talk about a
few known applications, as:

« differential equations of a wave- and diffusion type,

« spectral analysis,
« some connection to fractals and stochasticity.

5. POSSIBLE APPLICATIONS TO GEOPHYSICAL ELF INVESTIGATIONS

Some ideas of ,,fractional calculus” will be discussed here in the context of the geophysical
ELF. To the authors knowledge, there is only a very few contemporary works touching this
domain, rather in a mathematical way. A few selected physical and mathematical aspects will
be presented in a hope to create a starting point to improve spectral fitting and interpretation of
results.
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KILKA SPOJRZEN NA RACHUNEK FRAKCJALNY
Z PUNKTU WIDZENIA GEOFIZYCZNYCH BADAN ELF

Streszczenie

W ciggu ostatnich okoto 30 lat daj¢ si¢ zauwazy¢ rosngce zainteresowanie tzw. “rachunkiem
rézniczkowo-catkowym rzedu utamkowego” (znanym tez pod nieco innymi nazwami). Korzy-
stajac z otwartej formutly niniejszego spotkania, chciatbym przyblizy¢ nieco ten temat oraz
przedstawi¢ kilka wlasnych pomystow potencjalnie interesujacych w naszej dziedzinie. Po-
niewaz zagadnienie jest obszerne, w czasie wystgpienia zaprezentuje ogodlne wprowadzenie
wraz z kilkoma znanymi przyktadami i podstawowa bibliografia.
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Zagadnienie nie jest nowe i w wystapieniu wspomne¢ o kilku “kamieniach milowych”
ustanowionych przez wielkich uczonych. Jako pierwszy mozna wymieni¢ list L’Hospitala do
Leibniza z 1695 roku, dotyczacy notacji d™f(x)/dx™ , w ktorym pyta on, jakie bytoby jej
znaczenie w przypadku n = 1/2 ? Leibniz odpowiedzial, ze jest to wyrazny paradoks, z
ktérego pewnego dnia zostang wyciagnigte uzyteczne wnioski.

Nie istnieje jedna obowigzujaca definicja caltki - badz pochodnej rzedu utamkowego. Moze
to by¢ postrzegane jako stabos$¢, ale jest odzwierciedleniem zlozono$ci zagadnienia i zachgca
do dalszych badan. W trakcie wystapienia przedstawi¢ najczesciej spotykane podejscia wraz ze
znanymi przyktadami i podstawowg interpretacja. Na poczatku przypomng¢ kilku niezbednych
pojec 1 sprobuje wyjasni¢ kilka oczywistych watpliwosci. Jedng z nich moze by¢ nielokalnos¢,
bedaca zasadnicza cecha ,,operatoréw frakcjalnych”: nawet pochodna funkcji jest rozpatrywana
(1 wyrazana) w formie catki po makroskopowym zakresie argumentu (rownanie (1)). Nie
powinno to jednak bardzo dziwi¢, skoro np. znany ,,wzor calkowy Cauchy’ego” tez wyraza
pochodng jako catk¢ po konturze (w plaszczyznie zespolonej, dla odpowiednio regularnej
funkcji). Nastepnie przedstawi¢ 1 krotko poréwnam trzy definicje ,.frakcjalnych caltko-
pochodnych”: Griinwalda-Letnikova, Riemann’a-Liouville’a oraz Caputo.

W oparciu o kilka prostych przyktadow zwrdce uwage na kilka trudnosci i putapek, ty-
powych w zetknigciu z ,,operatorami frakcjalnymi”, takich jak : co dzieje si¢ ze statg 1 z funkcja
potegowa; dlaczego funkcja wyktadnicza nie jest wygodna; co z regutg Leibniza? Pojawi si¢
tez zestaw nagrod, z ktorych wspomng dwie: wygodne, uniwersalne klasy funkcji specjalnych
(Mittag-Leffler’a i Wright’a) oraz wygoda w pracy z zalezno$ciami typu potegowego,
zwlaszcza w dziedzinie transformacji Fouriera/Laplace’a.

Interpretacja ,,rachunku frakcjalnego™ jest nadal w fazie rozwoju, cho¢ dokonano kilku
waznych osiggni¢¢. To samo dotyczy zwigzkoéw z innymi dziedzinami badan i aplikacji. Przed-
stawi¢ kilka zastosowan i interpretacji w oparciu o znane przyktady, m. in: rGwnania réznicz-
kowe typu dyfuzji i falowego; analize widmowa; zwigzki z fraktalami 1 losowoscia.

Na koniec, kilka poje¢ z ,,rachunku frakcjalnego™ zostanie przedstawionych w kontekscie
geofizyki i ELF. Wedlug wiedzy autora jest zaledwie kilka wspodtczesnych prac dotykajacych
tej dziedziny, zresztg gtownie od strony matematycznej. Kilka wybranych aspektow fizycznych
1 matematycznych zostanie zaprezentowane z nadzieja, ze postuza jako punkt wyjscia dla
poprawy dopasowania widmowego i interpretacji wynikow obserwacji.



